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FFuurrtthheerr  WWoorrkk  oonn  tthhee  KKiittaaiiggoorrooddsskkiiii  RRoouugghhnneessss  LLeennggtthh  MMooddeell::  AA
NNeeww  DDeerriivvaattiioonn  UUssiinngg  LLeettttaauu''ss  EExxpprreessssiioonn  oonn  SStteeeepp  WWaavveess11

CCaarrsstteenn  HHaannsseenn11  aanndd  SSøørreenn  EE..  LLaarrsseenn22

11DDaanniisshh  MMeetteeoorroollooggiiccaall  IInnssttiittuuttee  DDKK--22110000  CCooppeennhhaaggeenn  ØØ,,  DDeennmmaarrkk
22RRiissøø  NNaattiioonnaall  LLaabboorraattoorryy  DDKK--44000000  RRoosskkiillddee,,  DDeennmmaarrkk

AAbbssttrraacctt

AA  mmooddeell  ffoorr  tthhee  rroouugghhnneessss  ooff  tthhee  sseeaa  ssuurrffaaccee  iiss  ddeerriivveedd  bbyy  aa  ccoommbbiinnaattiioonn  ooff  ttwwoo  iiddeeaass::  aa))
KKiittaaiiggoorrooddsskkiiii''ss  ((11997733))  aabboouutt  wwaavveelleettss  bbeeiinngg  rroouugghhnneessss  eelleemmeennttss  tthhaatt  mmoovvee  wwiitthh  tthheeiirr  aassssoocciiaatteedd  pphhaassee
ssppeeeedd;;  bb))  LLeettttaauu''ss  ((11996699))  aabboouutt  tthhee  rroouugghhnneessss  ooff  aa  ffiieelldd  ooff  rroouugghhnneessss  eelleemmeennttss  wwiitthh  cchhaarraacctteerriissttiicc
ddiimmeennssiioonnss..

TThhee  rreessuullttiinngg  sseeaa  ssuurrffaaccee  rroouugghhnneessss  iiss  rreellaatteedd  ttoo  aa  wwaavvee  ssppeeccttrruumm  ccoonnssiissttiinngg  ooff  aa  KKiittaaiiggoorrooddsskkiiii
((11998833))  iinneerrttiiaall  ffoorrmm  aanndd  aa  PPhhiilllliippss  ((11995588))  ssaattuurraattiioonn  ffoorrmm..

TThhee  vvaarriiaattiioonn  ooff  rroouugghhnneessss  wwiitthh  wwaavvee  aaggee  iiss  ddiissccuusssseedd  aanndd  rreellaatteedd  ttoo  tthhee  ccoorrrreessppoonnddiinngg  vvaarriiaattiioonn
ooff  tthhee  PPhhiilllliippss  ccoonnssttaanntt  BB..

KKeeyy  wwoorrddss::  RRoouugghhnneessss,,  wwaavveess,,  wwaavvee  ssppeeccttrruumm,,  CChhaarrnnoocckk  ccoonnssttaanntt,,  wwaavvee  aaggee

11.. IInnttrroodduuccttiioonn

KKiittaaiiggoorrooddsskkiiii  ((11997733))  ddeerriivveedd  aann  eexxpprreessssiioonn  ffoorr  tthhee  rroouugghhnneessss  ooff  tthhee  sseeaa  ssuurrffaaccee..  IInn  hhiiss  aannaallyyssiiss  tthhee
rroouugghhnneessss  ooff  tthhee  wwaavveelleettss  wweerree  aassssoocciiaatteedd  wwiitthh  tthhee  ssttaannddaarrdd  ddeevviiaattiioonn  ooff  tthheeiirr  hheeiigghhtt,,  ffoolllloowwiinngg
llaabboorraattoorryy  ssttuuddiieess  ooff  tthhee  rroouugghhnneessss  ooff  ssaanndd..  TThhee  eeffffeeccttss  ooff  tthhee  wwaavvee  mmoottiioonn  wweerree  iinncclluuddeedd  bbyy
ccoonnssiiddeerriinngg  tthhee  rroouugghhnneessss  iinn  aa  ccoooorrddiinnaattee  ssyysstteemm  bbeeiinngg  ttrraannssllaatteedd  wwiitthh  tthhee  pphhaassee  ssppeeeedd,,  cc,,  ooff  tthhee  wwaavveess..
FFoorr  aa  wwaavvee  ssppeeccttrruumm  ooff  tthhee  ffoorrmm  FF  ==  BBkk--44  ((PPhhiilllliippss,,  11995588))  wwhheerree  kk  iiss  tthhee  wwaavvee  nnuummbbeerr  mmoodduulluuss  aanndd  BB
iiss  tthhee  PPhhiilllliippss  ccoonnssttaanntt,,  KKiittaaiiggrroorrooddsskkiiii  ffoouunndd  tthhaatt  zz00  BB  BB11//22uu**

22//gg..  HHeerree  uu**    iiss  tthhee  ffrriiccttiioonn  vveelloocciittyy  aanndd  gg
aacccceelleerraattiioonn  dduuee  ttoo  ggrraavviittyy..  FFrroomm  vvaarriioouuss  rreeppoorrtteedd  eexxppeerriimmeennttss  iitt  aappppeeaarrss  tthhaatt  BB  vvaarriieess  aabboouutt  aa  ffaaccttoorr  22
iinn  tthhee  rraannggee  00..000055  ttoo  00..0011,,  wwhhiillee  zz00gg//uu**

22  iiss  ffoouunndd  ttoo  vvaarryy  mmoorree  tthhaann  aa  ddeeccaaddee  ffoorr  tthhee  ssaammee  ddaattaa  sseett..
UUnnddoouubbtteeddllyy,,  ppaarrtt  ooff  tthhiiss  vvaarriiaattiioonn  iiss  aassssoocciiaatteedd  wwiitthh  mmeeaassuurriinngg  ddiiffffiiccuullttiieess..  SSttiillll  tthhee  ddiissccrreeppaannccyy  sseeeemmss
wwoorrtthh  ssttuuddyyiinngg..

11      SSyymmppoossiiuumm  oonn  AAiirr--SSeeaa  IInntteerraaccttiioonn  iinn  hhoonnoouurr  ooff  PPrrooffeessssoorr  SSeerrggeeii  KKiittaaiiggoorrooddsskkiiii,,  HHeellssiinnkkii,,  2299
SSeepptteemmbbeerr,,  11999944
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PPuubblliisshheedd  bbyy  tthhee  FFiinnnniisshh  GGeeoopphhyyssiiccaall  SSoocciieettyy,,  HHeellssiinnkkii



AAllssoo  mmaannyy  rreecceenntt  ssttuuddiieess  ooff  tthhee  ddrraagg  ccooeeffffiicciieenntt  ((ee..gg..  GGeeeerrnnaaeerrtt  eett  aall..,,  11998877))  iinnddiiccaattee  tthhaatt  zz00  ooff  tthhee
sseeaa  ddeeppeennddss  oonn  tthhee  wwaavvee  aaggee  cc00//uu**  ,,  wwhheerree  cc00  iiss  tthhee  pphhaassee  ssppeeeedd  ooff  tthhee  ddoommiinnaattiinngg  lloonnggeerr  wwaavveess..

  NNoonnee  ooff  tthheessee  pphheennoommeennaa  aarree  eeaassiillyy  eexxppllaaiinnaabbllee  iinn  tteerrmmss  ooff  tthhee  rreessuullttss  ddeerriivveedd  bbyy  KKiittaaiiggoorrooddsskkiiii
((11997733))..  IInn  tthhee  pprreesseenntt  ppaappeerr  wwee  tthheerreeffoorree  rreevviissiitt  hhiiss  ddeerriivvaattiioonnss  ttoo  ssttuuddyy  tthhee  ppoossssiibbiilliittyy  ooff  rreeffiinniinngg  tthhee
rreessuullttss..

  IInn  sseeccttiioonn  22  wwee  ddiissccuussss  tthhee  ssiimmiillaarriittyy  bbeettwweeeenn  wwaavveelleettss  aanndd  llaanndd  ssuurrffaaccee  rroouugghhnneessss  eelleemmeennttss,,
aassssuummiinngg  tthhaatt  oonnllyy  wwaavveelleettss  wwiitthh  aa  sstteeeeppnneessss  llaarrggeerr  tthhaann  aa  cceerrttaaiinn  vvaalluuee  ((ss  ³³  00..2255>>))  wwiillll  ggiivvee  rriissee  ttoo
ffllooww  sseeppaarraattiioonn,,  mmaakkiinngg  tthhee  wwaavveelleett  aa  rroouugghhnneessss  eelleemmeenntt..  TThhee  rroouugghhnneessss  lleennggtthh  ccoorrrreessppoonnddiinngg  ttoo  aa
ggiivveenn  ddiissttrriibbuuttiioonn  ooff  rroouugghhnneessss  eelleemmeennttss  oovveerr  tthhee  ssuurrffaaccee  iiss  ffuurrtthheerr  eevvaalluuaatteedd,,  uussiinngg  aann  eemmppiirriiccaall
ffoorrmmuullaa  ddeevveellooppeedd  bbyy  LLeettttaauu  ((11996699))..  IInn  KKiittaaiiggoorrooddsskkiiii  ((11997733))  tthhiiss  ddiissccuussssiioonn  wwaass  bbaasseedd  oonn  tthhee  rreessuullttss
ooff  NNiikkuurraaddssee  ((11993322,,  ccffrr..  KKiittaaiiggoorrooddsskkiiii  11997733))  rreellaattiinngg  tthhee  rroouugghhnneessss  ooff  aa  ssuurrffaaccee  wwiitthh  rroouugghhnneessss
eelleemmeennttss  ttoo  tthhee  cchhaarraacctteerriissttiicc  ssiizzee  ooff  tthhee  rroouugghhnneessss  eelleemmeenntt..  LLeettttaauuss  ffoorrmmuullaa  hhaass  tthhee  aaddvvaannttaaggee  tthhaatt  iitt
ffuurrtthheerr  iinnccoorrppoorraatteess  tthhee  rraattiioo  ooff  tthhee  rroouugghhnneessss  ssiizzeess  aanndd  tthhee  ddiissttaanncceess  bbeettwweeeenn  tthheemm..

  IInn  sseeccttiioonn  33  wwee  rreeddeerriivvee  tthhee  KKiittaaiiggoorrooddsskkiiii  ((11997733))  ttrraannssffoorrmmaattiioonn  ooff  tthhee  rroouugghhnneessss    lleennggtthh  ffrroomm  aa
ccoooorrddiinnaattee  ssyysstteemm  bbeeiinngg  ttrraannssllaatteedd  wwiitthh  tthhee  pphhaassee  ssppeeeedd,,  cc,,  ooff  tthhee  iinnddiivviidduuaall  wwaavveess  ttoo  aa  ffiixxeedd
ccoooorrddiinnaattee  ssyysstteemm..  TThhee  ffoorrmmuullaattiioonn  iinn  sseeccttiioonn  22  iiss  aapppplliieedd,,  bbaasseedd  oonn  tthhee  ssppeeccttrraall  pprrooppeerrttiieess  aatt  tthhee  wwaavvee
nnuummbbeerr  ssccaallee  kk  ooff  eeaacchh  wwaavvee,,  ii..ee..  aassssuummiinngg  lliinneeaarr  wwaavvee  tthheeoorryy,,  tthheenn  c g h= / ..  TThhee  aavveerraaggee  rroouugghhnneessss
lleennggtthh  iiss  tthheenn  oobbttaaiinneedd  bbyy  iinntteeggrraattiioonn  oovveerr  tthhee  ffuullll  wwaavvee  nnuummbbeerr  rraannggee..

  IInn  sseeccttiioonn  44  wwee  sshhoorrttllyy  ddiissccuussss    tthhee  iinnfflluueennccee  ooff  oorrbbiittaall  mmoottiioonnss  ooff  lloonnggeerr  wwaavveess  aass  wweellll  aass  tthhee
lloonngg  wwaavvee  iinnfflluueennccee  oonn  sshhoorrtt  wwaavvee  bbrreeaakkiinngg  aanndd  tthheerreebbyy  oonn  tthheeiirr  sstteeeeppnneessss  ddiissttrriibbuuttiioonn..  TThhiiss  ssuubbjjeecctt,,
wwhhiicchh  lleeaaddss  ttoo  qquuaannttiittaattiivvee  mmooddeellss  aabboouutt  tthhee  ddeeppeennddeennccee  ooff  tthhee  rroouugghhnneessss  lleennggtthh  oonn  wwaavvee  aaggee,,  sswweellll
aanndd  sswweellll  ddiirreeccttiioonn,,  wwiillll  bbee  ppuurrssuueedd  iinn  aa  ffoorrtthhccoommiinngg  ppaappeerr..

22.. TThhee  ssiimmiillaarriittyy  bbeettwweeeenn  wwaavveelleettss  aanndd  llaanndd  ssuurrffaaccee  rroouugghhnneessss  eelleemmeennttss

  LLeettttaauu  ((11996699))  ffoorrmmuullaatteedd  aa  ssiimmppllee  eemmppiirriiccaall  rreellaattiioonn  ttoo  rreepprreesseenntt  hhiiss  eexxppeerriimmeennttaall  rreessuullttss  oonn  tthhee
bboouunnddaarryy  llaayyeerr,,    ffoorrmmeedd  aabboovvee  aa  ddiissttrriibbuuttiioonn  ooff  bbuusshheell  bbaasskkeettss  oonn  tthhee  ffrroozzeenn  ssuurrffaaccee  ooff  LLaakkee  MMeennddoottaa,,

    ZZ00  ==  ααLL  hh  XX//AA  ,, ((11))

wwhheerree  hh  iiss  tthhee  hheeiigghhtt  ooff  tthhee  rroouugghhnneessss  eelleemmeenntt,,  XX  iittss  ccrroosssswwiinndd  aarreeaa,,  AA  tthhee  hhoorriizzoonnttaall  aarreeaa  aavvaaiillaabbllee  ttoo
eeaacchh  eelleemmeenntt,,  aanndd    ααLL  iiss  aa  ddiimmeennssiioonnlleessss  ccooeeffffiicciieenntt  ooff  oorrddeerr  uunniittyy..  EEqq..  ((11))  wwaass  ffoouunndd  ttoo  bbee  vvaalliidd  ffoorr
ffaaiirrllyy  iissoollaatteedd  rroouugghhnneessss  eelleemmeennttss  iinn  tthhee  rraannggee  XX//AA  ==  00..0011  ttoo  00..44  ((GGaarrrraatttt,,  11999922))..

  AAnn  aapppplliiccaattiioonn  ooff  tthhiiss    mmeetthhooddoollooggyy  ffoorr  aannaallyyssiinngg  aann  iinnhhoommooggeenneeoouuss  ddiissttrriibbuuttiioonn  ooff  rroouugghhnneessss
eelleemmeennttss  wwaass  ggiivveenn  bbyy  KKoonnddoo  aanndd  YYaammaazzaawwaa  ((11998866)),,  wwhhoo  eexxaammiinneedd  rroouugghhnneessss  hheeiigghhttss  oovveerr  ssoommee  rruurraall
ttoowwnnss  aanndd  cciittiieess..  TToo  rreepprreesseenntt  tthhee  vvaarriiaattiioonn  ooff  tthhee  mmeeaassuurreedd  rroouugghhnneessss  lleennggtthh,,  KKoonnddoo  aanndd  YYaammaazzaawwaa
ssuuggggeesstteedd  tthhee  rreellaattiioonn
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wwhheerree  HHii  iiss  tthhee  hheeiigghhtt  ooff  iinnddiivviidduuaall  bbuuiillddiinnggss  oorr  ffoorreesstt  aarreeaass,,  AAii  iiss  tthhee  hhoorriizzoonnttaall  ccrroossss  sseeccttiioonn  aarreeaa
ooccccuuppiieedd  bbyy  eeaacchh  rroouugghhnneessss  eelleemmeenntt,,  aanndd    AA  iiss  tthhee  ttoottaall  aarreeaa..

  EEqquuaattiioonn  ((22))  iiss  ssiimmiillaarr  ttoo  LLeettttaauu''ss  ffoorrmmuullaa  ((EEqq..  11))  bbeeccaauussee  tthheerree  iiss  aa  uunniiffoorrmm  aassppeecctt  rraattiioo
ΣΣAAiiHHii//ΣΣXXiiHHii,,  wwhheerree  XXii  iiss  tthhee  vveerrttiiccaall  ccrroosssswwiinndd  aarreeaa  ooff  iinnddiivviidduuaall  rroouugghhnneessss  eelleemmeennttss..  TThheerreeffoorree,,    wwee



mmaayy  aappppllyy  tthhee  rreessuulltt  ooff  KKoonnddoo  aanndd  YYaammaazzaawwaa  ((11998866))  ttoo  rraannddoommllyy  ddiissttrriibbuutteedd  wwaavveelleettss,,  wwhhiicchh  aallssoo  hhaavvee
aa  ddiissttrriibbuuttiioonn  ooff  hheeiigghhttss  aanndd  lleennggtthhss..  WWee  aassssuummee  tthhaatt  tthhee  oovveerraallll  rroouugghhnneessss  lleennggtthh  iiss  oobbttaaiinneedd  bbyy  aa
ddiirreecctt  aavveerraaggee  ooff  EEqq..  ((11))  oovveerr  tthhiiss  ddiissttrriibbuuttiioonn..

  TThhee  pprriinncciippaall  ffeeaattuurree  ooff  tthhee  ffllooww  aaccrroossss  rroouugghhnneessss  eelleemmeennttss  iiss  tthhee  ffoorrmmaattiioonn  ooff  ffllooww  sseeppaarraattiioonn
oovveerr  tthhee  ccoorrnneerr((ss))  ooff  tthhee  rroouugghhnneessss  eelleemmeennttss,,  wwiitthh  rreeaattttaacchhmmeenntt  oonn  tthhee  lleeee  ssiiddee  aanndd  aa  ssuubbsseeqquueenntt
rreeddiissttrriibbuuttiioonn  ooff  tthhee  mmoommeennttuumm  ddeeffiicciitt  wwiitthhiinn  tthhee  aattmmoosspphheerriicc  bboouunnddaarryy  llaayyeerr..  TThhee  ccoommpplleexx  nnaattuurree  ooff
bboouunnddaarryy  llaayyeerr  ffllooww  mmaakkeess  iitt  vveerryy  ssppeeccuullaattiivvee  ttoo  eessttiimmaattee  tthhee  ffoorrccee  oonn  eeaacchh  rroouugghhnneessss  eelleemmeenntt..
TThheerreeffoorree,,  wwee  bbuuiilldd  oouurr  aapppprrooaacchh  oonn  tthhee  eemmppiirriiccaall  rreellaattiioonn  ((EEqq..  11))..  WWee  eemmpphhaassiizzee,,  tthhoouugghh,,  tthhaatt  tthhee
rreessuullttiinngg  pprrooffiillee  wwiinndd  ssppeeeedd  nneeaarr  tthhee  hheeiigghhtt  ooff  tthhee  rroouugghhnneessss  eelleemmeennttss  eexxcceerrttss  aa  ffoorrccee  oonn  tthhee  iinnddiivviidduuaall
rroouugghhnneessss    eelleemmeenntt  ddeetteerrmmiinneedd  bbyy  aa  bblluuffff  bbooddyy  rreessiissttaannccee  ccooeeffffiicciieenntt  ooff  oorrddeerr  uunniittyy22..  TToo  vveerriiffyy  tthhaatt  tthhiiss
iiss  iinnddeeeedd  tthhee  ccaassee,,  iinnsseerrtt  EEqq..  ((11))  iinnttoo  tthhee  llooggaarriittmmiicc  pprrooffiillee  aatt  tthhee  rroouugghhnneessss  hheeiigghhtt  hh,,
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wwhheerree  UU((hh))  iiss  tthhee  pprrooffiillee  wwiinndd  ssppeeeedd  aatt  hheeiigghhtt  hh,,  uu**  tthhee  ffrriiccttiioonn  vveelloocciittyy  aanndd  κκ  ==  00..44  tthhee  vvoonn  KKaarrmmaann
ccoonnssttaanntt..

  LLeett  ll    bbee  tthhee  ddiissttaannccee  iinn  tthhee  wwiinndd  ddiirreeccttiioonn  bbeettwweeeenn  tthhee  rroouugghhnneessss  eelleemmeennttss;;  wwee  tthheenn  ffiinndd  tthhee
iinnddiivviidduuaall  rreessiissttaannccee  ccooeeffffiicciieenntt
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WWiitthh  aa  cchhaarraacctteerriissttiicc  vvaalluuee  ll//hh  ==1100      wwee  hhaavvee  DD  ==  00..33,,  aanndd  wwiitthh  ll//hh  ==  110000,,  DD  ==  00..88..  FFoorr  wwaavveess  wwee
mmaayy  eessttiimmaattee  XX//AA  aass  tthhee  rroouugghhnneessss  wwaavveelleett  hheeiigghhtt  ttoo  tthhee  wwaavveelleennggtthh  rraattiioo,,  hh//LL,,  ttiimmeess  tthhee  ffrraaccttiioonn  ooff
wwaavveelleettss,,  wwhheerree  ffllooww  sseeppaarraattiioonn  ooccccuurrss..

  WWee  aassssuummee  tthhaatt  ffllooww  sseeppaarraattiioonn  ooccccuurrss  wwhheerree  tthhee  sstteeeeppnneessss  eexxcceeeeddss  aa  ccrriittiiccaall  vvaalluuee,,  ss00..  TThhee  vvaalluuee
ooff  ss00  wwaass  eevvaalluuaatteedd  bbyy  CCssaannaaddyy  ((11998855))  iinn  hhiiss  rreevviieeww  oonn  eenneerrggyy  aanndd  mmoommeennttuumm  ttrraannssffeerr  ttoo  cceennttrriimmeettrriicc
wwaavveess..  AAnn  eexxppeerriimmeenntt  bbyy  KKaawwaaii  ((11998822,,  CCssaannaaddyyss  ffiigguurree  77))  iinnddiiccaatteess  tthhaatt  ffllooww  sseeppaarraattiioonn  ooccccuurrss  aatt  aa
wwaavvee  hheeiigghhtt  ttoo  wwaavveelleennggtthh  rraattiioo  hh//λλ  ≈≈  00..0088..  TThhiiss  ccoorrrreessppoonnddss  ttoo  aa  sstteeeeppnneessss  ss00  ==  ππhh//λλ  ≈≈  00..2255..  AAss  tthhee  aaiirr
aanndd  wwaatteerr  ffllooww  ffoorr  tthheessee  llaabboorraattoorryy  wwaavveess  ooff  wwaavveelleennggtthh  ≈≈  1100  ccmm  iiss  cchhaarraacctteerriizzeedd  mmaaiinnllyy  bbyy  aa
nnoonnrroottaattiioonnaall  wwaatteerr  oorrbbiittaall  ffllooww  aanndd  aa  llooggaarriitthhmmiicc  wwiinndd  pprrooffiillee,,  wwee  eexxppeecctt  tthhee  ffllooww  ttoo  bbee  kkiinneemmaattiiccaallllyy
ssiimmiillaarr  ttoo  tthhee  ffllooww  oovveerr  tthhee  ssoommeewwhhaatt  lloonnggeerr  wwaavveess  ooff  aa  lleennggtthh  ooff  ttyyppiiccaallllyy  oonnee  mmeetteerr,,  wwhhiicchh  wwee
ccoonnssiiddeerr  ttoo  bbee  ddoommiinnaanntt  rroouugghhnneessss  eelleemmeennttss  oonn  aa  wweellll--ddeevveellooppeedd  sseeaa..

  CCoonnssiiddeerr  aa  wwaavveelleett  wwiitthh  wwaavvee  nnuummbbeerr  kk  aanndd  aammpplliittuuddee  aa..  WWee  ttaakkee  tthhee  ffoolllloowwiinngg  ddeeffiinniittiioonn  ooff  tthhee
eeqquuiivvaalleenntt  rroouugghhnneessss  eelleemmeenntt  hheeiigghhtt  ooff  aa  wwaavveelleett::

  hh  ==  22aa  ffoorr  aa  >>  aa00  aanndd  hh  ==  00  ffoorr  aa  <<  aa00,,

wwhheerree  aa00  iiss  tthhee  aammpplliittuuddee  ccoorrrreessppoonnddiinngg  ttoo  tthhee  ccrriittiiccaall  wwaavvee  sstteeeeppnneessss  ddiissccuusssseedd  aabboovvee..

22  TThhee  ccoommmmoonn  wwoorrdd  iinn  hhyyddrrooddyynnaammiiccaall  tteexxttbbooookkss  iiss  ““ddrraagg  ccooeeffffiicciieenntt””..  HHoowweevveerr,,  wwee  uussee  tthhee  wwoorrdd
““rreessiissttaannccee””  iinn  oorrddeerr  ttoo  aavvooiidd  ccoonnffuussiioonn  wwiitthh  tthhee  bboouunnddaarryy  llaayyeerr  ssuurrffaaccee  ddrraagg  ccooeeffffiicciieenntt..



WWee  mmaayy  tthheenn  rreewwrriittee  EEqq..  ((11))  aass::
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                                              zzcc    ==  00              ffoorr  ss  <<  ss00

wwhheerree  ss==aakk  iiss  tthhee  sstteeeeppnneessss  ooff  tthhee  wwaavveelleett  aanndd  zzcc  iiss  tthhee  rroouugghhnneessss  ooff  tthhee  wwaavveelleett  iinn  tthhee  ccoooorrddiinnaattee
ssyysstteemm  mmoovviinngg  wwiitthh  tthhee  wwaavvee..  IInn  tthhaatt  ccoooorrddiinnaattee  ssyysstteemm,,  tthhee  oovveerraallll  rroouugghhnneessss  lleennggtthh  iiss  tthhee  aavveerraaggee  zzcc
ooff  aallll  wwaavveelleettss..

  WWee  aassssuummee  tthhaatt  tthhee  wwaavvee  ffiieelldd  iiss  aa  rraannddoomm  ssuuppeerrppoossiittiioonn  ooff  hhaarrmmoonniicc  ccoommppoonneennttss  iinn  aa  nnaarrrrooww

wwaavvee--nnuummbbeerr  bbaanndd,,  ii..ee..  aallll  ooff  eesssseennttiiaallllyy  oonnee  wwaavvee  nnuummbbeerr  ssccaallee  k
−

..

  TThhee  wwaavvee  nnuummbbeerr  ssccaallee  k
−

iiss  ddeeffiinneedd  ffrroomm

η2 k k F k k dk
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wwhheerree  FF((kk))  iiss  tthhee  oonnee--ddiimmeennssiioonnaall  wwaavvee  nnuummbbeerr  ssppeeccttrruumm  aanndd  ηη  ==    ηη((xx,,tt))  iiss  tthhee  ssuurrffaaccee  ddiissppllaacceemmeenntt..

  NNoottee  tthhaatt  iiff  FF((kk))  iiss  ooff  tthhee  PPhhiilllliippss  ((PPhhiilllliippss,,  11995588))  ssaattuurraattiioonn  ffoorrmm,,  BBkk--44,,  tthheenn  k
−

  ==  22kk  aanndd  HHηη22
II  ==

BBkk--11..
  TToo  ddeetteerrmmiinnee  zzcc  ffoorr  wwaavveess  ooff  aa  ggiivveenn  aanngguullaarr  ffrreeqquueennccyy  ωω  wwiitthh  aa  ccoorrrreessppoonnddiinngg  wwaavvee  nnuummbbeerr  kk  ==

ωω22gg,,  wwee  ssppeecciiffyy  tthhee  aammpplliittuuddee  ooff  wwaavveess  ffrroomm
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wwhheerree  SS((ωω))  iiss  tthhee  oommnniiddiirreeccttiioonnaall  ffrreeqquueennccyy  ssppeeccttrruumm..
  IItt  iiss  ccoonnvveenniieenntt  ttoo  aassssoocciiaattee  tthhee  sstteeeeppnneessss,,  ss,,  ooff  ssuucchh  wwaavveess  wwiitthh  tthhee  llooccaall  mmaaxxiimmuumm  ssllooppee

bbeettwweeeenn  eevveerryy  ttwwoo  ssuucccciissiivvee  llooccaall  wwaavvee  mmaaxxiimmaa    aanndd  nnoorrmmaalliizzee  tthhee  sstteeeeppnneessss  wwiitthh  tthhee  oovveerraallll  ssllooppee

ppaarraammeetteerr  η2 1 2/ _
k

  IIff  tthhee  ssuurrffaaccee  ddiissppllaacceemmeenntt  <<ηη((xx,,tt))  hhaass  aa  nnaarrrrooww  ssppeeccttrruumm,,  tthheenn  tthhee  ssqquuaarree  ooff  tthhee  nnoorrmmaalliizzeedd
sstteeeeppnneessss  iiss  eexxpprreesssseedd  iinn  tthhee  ppaarraammeetteerr

y
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k
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TThhee  pprroobbaabbiilliittyy  ddiissttrriibbuuttiioonn  ooff  yy  iiss  ddeessccrriibbeedd  bbyy  aann  eexxppoonneennttiiaall  ddeennssiittyy  ddiissttrriibbuuttiioonn  ffuunnccttiioonn

  ff((yy))  ==  ee--yy  ,, ((66))

ii..ee..  tthhee  pprroobbaabbiilliittyy  ooff  ffiinnddiinngg  aa  wwaavvee  sstteeeeppnneessss  iinn  aann  iinntteerrvvaall  ddyy  iiss  ff((yy))ddyy  ((sseeee  ee..gg..  tthhee  rreevviieeww  bbyy  SSrrookkoosszz
((11999900))  ooff  LLoonngguueett--HHiiggggiinnss''  eexxcceeeeddaannccee  tthheeoorryy))..  TThhee  oobbsseerrvveedd  wwaavvee  ssppeeccttrraa  aarree,,  hhoowweevveerr,,  nnoott



ssuuffffiicciieennttllyy  nnaarrrrooww  ffoorr  EEqq..  ((66))  ttoo  bbee  vvaalliidd..  IInn  ffaacctt  tthhee  mmeeaann  ssqquuaarree  wwaavvee  ssllooppee  ddeetteerrmmiinneedd  ffrroomm

iinntteeggrraattiioonn  oovveerr  tthhee  ssppeeccttrruumm k F k kdk
k

2 ( )
∞
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 bbeeccoommeess  iinnddeeffiinniitteellyy  hhiigghh  ffoorr  tthhee  ccaassee  ooff  aa  PPhhiilllliippss

ssaattuurraattiioonn  ssppeeccttrruumm  ((PPhhiilllliippss,,  11995588))..  BBuutt  tthhee  uunnddeerrllyyiinngg  aassssuummppttiioonn  tthhaatt  tthhee  wwaavvyy  sseeaa  ssuurrffaaccee  iiss  aa
ssuuppeerrppoossiittiioonn  ooff  aa  ssppeeccttrruumm  ooff  lliinneeaarr  wwaavvee  ttrraaiinnss  wwiitthh  rraannddoomm  pphhaasseess  iiss  pprroobbaabbllyy  vviioollaatteedd  bbyy  wwaavvee
bbrreeaakkiinngg  eevveennttss  aatt  hhiigghh  wwaavvee  nnuummbbeerr  ssccaalleess..  TThheerreeffoorree  iitt  iiss  lliikkeellyy  tthhaatt  EEqq..  ((66))  iiss  ssttiillll  aann  aaddeeqquuaattee
ffoorrmmuullaattiioonn..

  IInn  AAppppeennddiixx  AA  wwee  ddeemmoonnssttrraattee  tthhee  rreessuulltt  ooff  aa  nnuummeerriiccaall  rreeccoonnssttrruuccttiioonn  ooff  aa  oonnee--ddiimmeennssiioonnaall  sseeaa
ssuurrffaaccee  ffrroomm  aa  ssppeeccttrruumm  ooff  tthhee  PPhhiilllliippss  ffoorrmm..  FFrroomm  tthhiiss  rreeccoonnssttrruuccttiioonn  wwee  ddeetteerrmmiinnee  tthhee  ddiissttrriibbuuttiioonn  ooff
wwaavvee  hheeiigghhttss  22aa  aanndd  wwaavveelleennggtthhss  λλ  ddeeffiinneedd  aass  tthhee  mmaaxxiimmuumm  sseeaa  lleevveell  ddiiffffeerreennccee  aanndd  ddiissttaannccee  bbeettwweeeenn
ssuucccceessssiivvee  uuppccrroossssiinnggss  tthhrroouugghh  tthhee  mmeeaann  sseeaa  lleevveell..  TThhee  ddiissttrriibbuuttiioonn  ooff  tthhee  qquuaannttiittiieess  22aa//λλ  iiss  eexxaammiinneedd
((tthhee  wwaavvee  ssllooppee))  aanndd  tthhee  ffrreeqquueennccyy  ooff  wwaavveess  eexxcceeeeddiinngg  vvaarriioouuss  ccrriittiiccaall  ssllooppeess  iiss  ccaallccuullaatteedd  aass  ffuunnccttiioonnss
ooff  ((22aa))22//λλ  ((pprrooppoorrttiioonnaall  ttoo  tthhee  wwaavveelleett  rroouugghhnneessss  ooff  EEqq..  33))..  WWee  ffiinndd  tthhaatt  tthhee  rreeccoonnssttrruucctteedd    mmeeaann
wwaavveelleett  rroouugghhnneessss  lleennggtthh  ccoommppaarreess  wweellll  wwiitthh  tthhee  rreessuulltt  ((EEqq..  1100  bbeellooww))  wwhhiicchh  iiss  bbaasseedd  oonn  tthhee
aassssuummppttiioonn  ooff  EEqq..  ((66))..

TThhee  wwaavveelleett  rroouugghhnneessss  ooff  EEqq..  ((33))  iiss  eexxpprreesssseedd  aass  aa  ffuunnccttiioonn  ooff  tthhee  nnoorrmmaalliizzeedd  ssqquuaarree  sstteeeeppnneessss  yy::
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  TThhee  cchhaarraacctteerriissttiicc  vvaalluuee  ooff  zc
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  ffoorr  aa  ggiivveenn  wwaavvee  nnuummbbeerr  k
−

ccaann  nnooww  bbee  ffoouunndd  ffrroomm  EEqq..  ((77))  wwiitthh  tthhee
aabboovvee  ccoonnssiiddeerraattiioonnss  aass  aann  iinntteeggrraall  ooff  tthhee  ffoorrmm::
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HHoowweevveerr,,  iitt  wwaass  sshhoowwnn  eexxppeerriimmeennttaallllyy  bbyy  RRaapppp  aanndd  MMeellvviillllee  ((11999900))  tthhaatt  wwaavveess  bbrreeaakk  ((bbyy  ssppiilllliinngg
bbrreeaakkiinngg))  wwhheenn  tthheeiirr  sstteeeeppnneessss  ss  eexxcceeeeddss  aa  vvaalluuee  ooff  aabboouutt  00..3333        >>..  TThhiiss  iiss  cclloossee  ttoo  oouurr  vvaalluuee  ooff  ss00  ==
00..2255,,  aanndd  mmaayy  eevveenn  ccooiinncciiddee..  TThheerreeffoorree,,  wwee  aapppprrooxxiimmaattee  tthhee  iinntteeggrraall  bbyy  ccoonnssiiddeerriinngg  tthhee  iinnddiivviidduuaall
rroouugghhnneessss  lleennggtthh  ooff  aa  wwaavvee  aatt  aannyy  yy>>xx  aapppprrooxxiimmaatteellyy  eeqquuaall  ttoo  zzcc((xx))..  TThhuuss  wwee  eessttiimmaattee  tthhee  aavveerraaggee
rroouugghhnneessss  aass
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33  WWee  tthhaannkk  PPrrooffeessssoorr  YY..  PPaappaaddiimmiittrraakkiiss  ffoorr  ppooiinnttiinngg  oouutt  ttoo  uuss  tthhaatt  tthhee  sstteeeeppnneessss  ooff  RRaapppp  aanndd
MMeellvviillllee  ccoorrrreessppoonnddss  ttoo  oouurr  ddeeffiinniittiioonn..



IInnsseerrttiinngg  EEqq..  ((77))  yyiieellddss
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  22..11 AA  tthheeoorreettiiccaall  uuppppeerr  bboouunndd  ffoorr  tthhee  rroouugghhnneessss  lleennggtthh  ooff  yyoouunngg  wwaavveess

  UUnnddeerr  cceerrttaaiinn  hhyyppootthheettiiccaall  ccoonnddiittiioonnss  tthhaatt  mmaayy  bbee  eessttaabblliisshheedd  iinn  aa  wwaavvee  ttuunnnneell  eexxppeerriimmeenntt  oorr  iinn
ccaassee  ooff  aa  ssttrroonngg,,  sstteeaaddyy  wwiinndd  bblloowwiinngg  ppeerrppeennddiiccuullaarrllyy  ooffff  aa  ssttrraaiigghhtt  ccooaassttlliinnee,,  tthhee  wwaavvee  ffiieelldd  mmaayy  bbee
bbrroouugghhtt  ttoo  aa  vveerryy  hhiigghh  eenneerrggyy  lleevveell  wwiitthh  iinncciippiieenntt  bbrreeaakkiinngg  oonn  aallmmoosstt  aallll  wwaavvee  ccrreessttss..  IInn  ssuucchh  aa  ccaassee  xx  iiss
ssoommeewwhhaatt  ssmmaalllleerr  tthhaann  oonnee,,  ssoo  tthhaatt  tthhee  pprroobbaabbiilliittyy  ee--xx  tthhaatt  aa  wwaavvee  ccrreesstt  iiss  aa  rroouugghhnneessss  eelleemmeenntt  iiss  cclloossee
ttoo  uunniittyy..  IInn  ssuucchh  cciirrccuummssttaanncceess  tthhee  wwaavvee  pphhaassee  ssppeeeedd  iiss  mmuucchh  ssmmaalllleerr  tthhaann  tthhee  wwiinndd  ssppeeeedd,,  aanndd  tthhuuss  tthhee
eeffffeecctt  ooff  mmoovviinngg  rroouugghhnneessss  eelleemmeennttss  ddeessccrriibbeedd  iinn  sseeccttiioonn  33  ccaann  bbee  iiggnnoorreedd..  TThheenn  ffrroomm  EEqq..  ((1100))  tthhee
uuppppeerr  bboouunndd,,  wwhhiicchh  tthhee  rroouugghhnneessss  lleennggtthh  ccaannnnoott  eexxcceeeedd,,  mmaayy  bbee  aapppprrooxxiimmaatteedd  aass

z z x
s

ku
c L0

0
2 1

0= = =
−_ _

( ) .α
π   ((1111))

IItt  iiss  ccoonnvveenniieenntt  ttoo  rreewwrriittee  tthhiiss  eexxpprreessssiioonn  iinn  tteerrmmss  ooff  tthhee  iinnvveerrssee  wwaavvee  aaggee  uu**//cc00,,  wwhheerree  cc00  iiss  tthhee
pphhaassee  ssppeeeedd  ooff  tthhee  ssppeeccttrraall  ppeeaakk  wwaavvee  ccoommppoonneenntt..  WWee  ddeeffiinnee  tthhee  ddiimmeennssiioonnlleessss  aanngguullaarr  ffrreeqquueennccyy
ssccaalleedd  wwiitthh  tthhee  ffrriiccttiioonn  vveelloocciittyy  ωω**    aanndd  gg  aass::

  ww**  ==  ωωuu**//gg  .. ((1122))

  AAssssuummiinngg  lliinneeaarr  ggrraavviittyy  wwaavvee  ddyynnaammiiccss  wwee  hhaavvee  ωω**  ==  uu**//cc,,  aanndd  tthhee  iinnvveerrssee  wwaavvee  aaggee  iiss  eeqquuaall  ttoo  aa
ddiimmeennssiioonnlleessss  ppeeaakk  aanngguullaarr  ffrreeqquueennccyy  ωω00**  ==  ωω00uu**//gg  ==  uu**//cc00..  TThhiiss  ffoolllloowwss  ffrroomm  tthhee  lliinneeaarr  ddiissppeerrssiioonn
rreellaattiioonn c k g k g= = =ω ω/ / / ..  FFoorr  eexxttrreemmeellyy  sstteeeepp  wwaavveess  tthhee  ssppeeccttrraall  ppeeaakk  wwaavvee  nnuummbbeerr  iiss

aapppprrooxxiimmaatteellyy  eeqquuaall  ttoo  k
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..  TThhee  ddiimmeennssiioonnlleessss  vveerrssiioonn  ooff  EEqq..  ((1111))  tthheenn  bbeeccoommeess
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IInn  EEqq..  ((1133))  �
*
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u0 0 2=   iiss  tthhee  ddiimmeennssiioonnlleessss  rroouugghhnneessss  lleennggtthh,,  ssoommeettiimmeess  ccaalllleedd  tthhee  CChhaarrnnoocckk''ss

ccoonnssttaanntt  ((CChhaarrnnoocckk,,  11995599))..
  TThheerree  iiss  aa  ffuunnddaammeennttaall  ddiiffffeerreennccee  bbeettwweeeenn  ssuucchh  sstteeeepp  wwaavveess  aanndd  LLeettttaauu''ss  eexxppeerriimmeenntt,,  aass  sstteeeepp

wwaavveess  pprroodduucceedd  iinn  llaabboorraattoorryy  eexxppeerriimmeennttss  tteenndd  ttoo  bbee  lloonngg--ccrreesstteedd  aanndd  ccrroossss--wwiinndd  oorriieenntteedd  wwhhiillee  LLeettttaauu
((aanndd  ootthheerrss))  mmaaddee  eexxppeerriimmeennttss  wwiitthh  rroouugghhnneessss  eelleemmeennttss  tthhaatt  hhaavvee  hhoorriissoonnttaallllyy  iissoottrrooppiicc  ggeeoommeettrriieess..
AAllssoo  ffoorr  aa  wweellll--ddeevveellooppeedd  oocceeaanniicc  wwaavvee  ffiieelldd  tthhee  rroouugghhnneessss  wwaavveess  tteenndd  ttoo  hhaavvee  aa  bbrrooaadd  ddiirreeccttiioonnaall
ddiissttrriibbuuttiioonn..  TThhiiss  mmeeaannss  tthhaatt  aa  ssppeecciiffiicc  vvaalluuee  ooff  LLeettttaauu''ss  ccoonnssttaanntt  ααLL  ccaannnnoott  bbee  iinnffeerrrreedd  ffrroomm  oonnee  wwaavvee
ssttaattee  ttoo  aannootthheerr..

  HHoowweevveerr,,  tthhee  ssiimmiillaarriittyy  mmaayy  aappppllyy  ttoo  aann  oorrddeerr  ooff  mmaaggnniittuuddee..  TTaakkiinngg  ααLL  ==  11..00,,  ss00  ==  00..2255  wwee  ffiinndd
aatt  tthhee  iinnvveerrssee  wwaavvee  aaggee  uu**//cc00  ==  11..00    tthhaatt  �z u

0   ==  00..0022,,  wwhhiicchh  iiss  ttyyppiiccaall  ffoorr  yyoouunngg  llaabboorraattoorryy  wwaavveess..  TThhiiss



vvaalluuee  ccoorrrreessppoonnddss  rroouugghhllyy  ttoo  tthhee  bbuullkk  mmeeaann  ooff  ppuubblliisshheedd  ddaattaa  ffrroomm  llaabboorraattoorryy  eexxppeerriimmeennttss  aass  ccoommppiilleedd
ee..gg..  bbyy  TToobbaa  eett  aall..  ((11999900))..

  AAss  aa  wwaavvee  ffiieelldd  ddeevveellooppss  aanndd  tthhee  iinnvveerrssee  wwaavvee  aaggee  bbeeccoommeess  ssmmaalllleerr  tthhaann  ooff    oorrddeerr  uunniittyy,,  tthhee
eeffffeeccttiivvee  rroouugghhnneessss  lleennggtthh  ooff  tthhee  ssppeeccttrraall  ppeeaakk  wwaavveess  bbeeggiinnss  ttoo  ddrroopp  ooffff,,  aanndd  tthhee  ssiiggnniiffiiccaanntt
ccoonnttrriibbuuttiioonn  ttoo  tthhee  oovveerraallll  rroouugghhnneessss  lleennggtthh  iiss  ttrraannssffeerrrreedd  ttoo  hhiigghh  wwaavvee  nnuummbbeerr  ccoommppoonneennttss  oonn  tthhee
ssppeeccttrraall  ttaaiill..  TThhiiss  wwiillll  bbee  qquuaannttiiffiieedd  iinn  tthhee  nneexxtt  cchhaapptteerr  bbyy  aapppplliiccaattiioonn  ooff  KKiittaaiiggoorrooddsskkiiii''ss  ((11997733))
mmeetthhoodd..  IInn  oorrddeerr  ffoorr  tthhee  oobbsseerrvveedd  rraattee  ooff  eenneerrggyy  iinnccrreeaassee  nneeaarr  tthhee  ssppeeccttrraall  ppeeaakk  ttoo  bbee  mmaaiinnttaaiinneedd,,  tthhiiss
sshhiifftt  ttoo  hhiigghheerr  wwaavvee  nnuummbbeerrss  ooff  tthhee  rroouugghhnneessss  eelleemmeennttss  aanndd  aassssoocciiaatteedd  mmoommeennttuumm  ttrraannssffeerr  ddeemmaannddss  aa
ddiiffffeerreenntt  mmeecchhaanniissmm  ttoo  bbee  rreessppoonnssiibbllee  ffoorr  wwaavvee  eenneerrggyy  iinnppuutt  nneeaarr  tthhee  ssppeeccttrraall  ppeeaakk..  TThhiiss  iiss  aa
qquuaalliittaattiivveellyy  ggoooodd  rreeaassoonn  tthhaatt  tthhee  ssppeeccttrraall  lleevveell  aatt  hhiigghh  ffrreeqquueenncciieess,,  ii..ee  tthhee  ssaattuurraattiioonn  lleevveell  BB  ooff  tthhee
PPhhiilllliippss  rraannggee  iiss  oobbsseerrvveedd  ttoo  ddeeccrreeaassee  wwiitthh  iinnccrreeaassiinngg  wwaavvee  aaggee..  TThhee  ccoonnsseeqquueennccee  iiss  tthhaatt  tthhee  rroouugghhnneessss
lleennggtthh  ddrrooppss  ffaarr  bbeellooww  tthhee  uuppppeerr  lliimmiitt  ooff  EEqq..  ((1133)),,  eevveenn  wwhheenn  tthhee  KKiittaaiiggoorrooddsskkiiii  eeffffeecctt  iiss  aapppplliieedd..

33.. EExxtteennssiioonn  ooff  tthhee  KKiittaaiiggoorrooddsskkiiii  ((11997733))  aapppprrooaacchh

  TThhee  rroouugghhnneessss  lleennggtthh,,  zz00,,  ooff  aa  ffllooww  oovveerr  aa  ffllaatt  ssuurrffaaccee  iiss  ddeeffiinneedd  iinn  tteerrmmss  ooff  tthhee  llooggaarriitthhmmiicc
pprrooffiillee  aass  tthhee  hheeiigghhtt  iinn  wwhhiicchh  tthhee  wwiinndd  ssppeeeedd  bbeeccoommeess  zzeerroo,,
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OOnnccee  tthhee  llooggaarriitthhmmiicc  pprrooffiillee  iiss  eessttaabblliisshheedd  iinn  oonnee  iinneerrttiiaall  ssyysstteemm,,  aa  llooggaarriitthhmmiicc  pprrooffiillee  iiss  ffoouunndd
aallssoo  iinn  aannyy  ootthheerr  rreeffeerreennccee  ssyysstteemm  mmoovveedd  wwiitthh  ccoonnssttaanntt  hhoorriizzoonnttaall  ssppeeeedd  cc..  IInn  tthhee  wwaavveelleett--ffoolllloowwiinngg
rreeffeerreennccee  ssyysstteemm  tthhee  vveelloocciittyy  pprrooffiillee  iiss  eexxpprreesssseedd  iinn  tteerrmmss  ooff  tthhee  rroouugghhnneessss  lleennggtthh  zzcc  ddeeffiinneedd  iinn  EEqq..  ((33))..

  ((uu((zz))--cc))//uu**  ==  11//κκ  llnn((zz//zzcc)).. ((1155))

TThhuuss  zz00  ccaann  bbee  rreeffeerrrreedd  ttoo  zzcc  bbyy  aa  ccoommbbiinnaattiioonn  ooff  tthhee  llooggaarriitthhmmiicc  pprrooffiilleess  ((1144))  aanndd  ((1155)),,  wwhhiicchh
yyiieellddss

z z
c
uc0 = −
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*
κ ((1166))

NNoottee  tthhaatt  iinn  tthhiiss  ddeerriivvaattiioonn  wwee  aassssuummee  tthhaatt  aallll  rroouugghhnneessss  ggeenneerraattiinngg  wwaavveelleettss  ttrraavveell  aalloonngg  tthhee
wwiinndd  ddiirreeccttiioonn..  TThhiiss  aassssuummppttiioonn  iiss  aapppprroopprriiaattee,,  bbuutt  aann  eexxaacctt  qquuaannttiiffiiccaattiioonn  iiss  ddiiffffiiccuulltt,,  ssiinnccee  tthhee  ffoorrccee
oonn  wwaavveess  pprrooppaaggaattiinngg  iinn  aa  hhiigghh  aannggllee  ttoo  tthhee  wwiinndd  iiss  ssttrroonnggllyy  rreedduucceedd..  NNeegglleeccttiinngg  tthhiiss  ddiirreeccttiioonnaall  ffiilltteerr
mmaayy  ccaauussee  tthhee  ccaallccuullaatteedd  rroouugghhnneessss  ttoo  bbee  ttoooo  hhiigghh,,  oorr  ccoonnvveerrsseellyy  bbee  rreefflleecctteedd  iinn  aa    vvaalluuee  ffoorr  tthhee  LLeettttaauu
ccoonnssttaanntt  ααLL  ssoommeewwhhaatt  lloowweerr  tthhaann  uunniittyy..  HHoowweevveerr,,  iitt  iiss  oouurr  hhooppee  tthhaatt  tthhee    ddiirreeccttiioonnaall  ffiilltteerr  ddooeess  nnoott
cchhaannggee  ccoonnssiiddeerraabbllyy  wwiitthh  tthhee  ootthheerr  ppaarraammeetteerrss,,  ii..ee..  wwiitthh  BB..

  WWee  wwaanntt  ttoo  aaccccoouunntt  ffoorr  tthhee  vvaarriiaattiioonn  ooff  tthhee  pphhaassee  ssppeeeedd  wwiitthh  wwaavvee  nnuummbbeerr  kk  tthhaatt  aappppeeaarrss  iinn  oouurr
eexxpprreessssiioonn  ((EEqq..  1100))  ffoorr  tthhee  mmoovviinngg--ffrraammee  rroouugghhnneessss  lleennggtthh..  MMoottiivvaatteedd  bbyy  tthhee  eexxppeerriieennccee  tthhaatt  tthhee
eeffffeeccttiivvee  rroouugghhnneessss  lleennggtthh  iiss  eessttiimmaatteedd  aass  tthhee  ssuumm  oovveerr  eeaacchh  rroouugghhnneessss  eelleemmeenntt  iinn  LLeettttaauu''ss  eexxpprreessssiioonn,,
wwee  wwiillll  ccaallccuullaattee  tthhee  wwaavvee  rroouugghhnneessss  aass  aann  iinntteeggrraall  oovveerr  tthhee  wwaavvee  nnuummbbeerr  ddoommaaiinn..  TThhee  ccoonnttrriibbuuttiioonn

ffrroomm  aann  iinnffiinniitteessiimmaall  wwaavvee  nnuummbbeerr  iinntteerrvvaall  ddkk  ttoo  tthhee  mmoovviinngg--ffrraammee  rroouugghhnneessss  lleennggtthh  zc

_

  ((1100))  iiss  ffoouunndd
ffrroomm  tthhee  ddiiffffeerreennttiiaall  ooff  EEqq..  44::



  d k kF k kdk( ) ( ) .
_
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TThheenn  ffrroomm  EEqq..  ((1100))
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x

_
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((1177))

wwhheerree  xx  iiss  ffoouunndd  ffrroomm  EEqq..  ((88))  uussiinngg  tthhee  iinntteeggrraall  eexxpprreessssiioonnss  ((44))  aanndd  ((55))  ffoorr  tthhee  ssppeeccttrraall  ttaaiill  aabboovvee  kk..
  TThhee  nneexxtt  sstteepp  iiss  ttoo  mmuullttiippllyy  EEqq..  ((1177))  wwiitthh  KKiittaaiiggoorrooddsskkiiii''ss  ffiilltteerr  zz00//zzcc  ((EEqq..  1166))  aatt  eeaacchh  wwaavvee

nnuummbbeerr..  TThhee  ffiilltteerr  iiss  aapppplliieedd  aatt  tthhee  iinntteeggrraall  ssccaallee  ω
_ _

/( )= g k 1 2 ..  FFoorr  ssiimmpplliiffiiccaattiioonn  wwee  rreewwrriittee  tthhee

eexxpprreessssiioonnss  iinn  tteerrmmss  ooff  tthhee  ddiimmeennssiioonnlleessss  aanngguullaarr  ffrreeqquueennccyy [ ]ω ω* * * *
// /= = =u g u k g k 1 2 ..  TThhee

oommnniiddiirreeccttiioonnaall  ffrreeqquueennccyy  ssppeeccttrruumm  SS((ωω))  iiss  ddeeffiinneedd  ssuucchh  tthhaatt  SS((ωω))ddωω==  ff((kk))  kkddkk,,  aanndd  tthhee  ddiimmeennssiioonnlleessss
ffrreeqquueennccyy  ssppeeccttrruumm  iiss  SS**  ((ωω**))  ==  SS  ((ωω))gg33//uu**

55..  WWee  tthheenn  ffiinndd  ffoorr  tthhee  ddiiffffeerreennttiiaall  rroouugghhnneessss  lleennggtthh  iinn  tthhee
ffiixxeedd  rreeffeerreennccee  ffrraammee::
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  IInn  ffiigguurree  11  wwee  pprreesseenntt  tthhee  ccoonnttrriibbuuttiioonn  ttoo  �z0   ffoorr  ddiiffffeerreenntt  ffrreeqquueenncciieess  wwiitthh  tthhee  iinntteeggrraall

ssccaalleeω
_

*

_

*
/= k 1 2 ,,  aassssuummiinngg  aa  wwaavvee  ssppeeccttrruumm  ccoonnssiissttiinngg  ooff  aa  PPhhiilllliippss  ((11995588))  ssaattuurraattiioonn  ffoorrmm  SS((ωω))  ==

22BBgg22ωω--55  aabboovvee  ssoommee  ffrreeqquueennccyy  ωωgg  aanndd  aann  iinneerrttiiaall  rraannggee  ooff  tthhee  ffoorrmm  SS((ωω))  ==  aagguu**ωω--44  ffoorr  ωω<<  ωωgg  aass
ssuuggggeesstteedd  bbyy    KKiittaaiiggoorrooddsskkiiii  ((11998833))..  TThhee  ttwwoo  rraannggeess  aarree  mmaattcchheedd  aatt  tthhee  ffrreeqquueennccyy  ωωgg  ssoo  tthhaatt    ααωωgggguu**  ==
22BBgg22

FFiigg..11..  TThhee  ccoonnttrriibbuuttiioonn  ttoo  tthhee
sseeaa  ssuurrffaaccee  rroouugghhnneessss  ffrroomm
ddiiffffeerreenntt  ppaarrttss  ooff  tthhee  wwaavvee
ssppeeccttrruumm,,  SS((ωω)),,  ddeerriivveedd  ffrroomm
EEqq..((1166))  wwhheerree  ααLL  ==  00..55,,  ss00  ==
00..2255..  TThhee  iimmppoorrttaannccee  ooff  tthhee
cchhaarraacctteerriissttiicc  ppaarraammeetteerrss  ooff
SS((ωω))  iiss  iilllluussttrraatteedd..  AA  vveerryy  hhiigghh
vvaalluuee  ooff  α α( )∞ mmeeaannss  tthhaatt  tthhee
ssppeeccttrruumm  hhaass  tthhee  ffoorrmm  ooff
PPhhiilllliippss  ssaattuurraattiioonn  oonn  tthhee  wwhhoollee
rraannggee..



33..11  AA  ssppeecciiaall  ccaassee::  ssppeeccttrraall  ttaaiill  ooff  aann  aallll--oovveerr  PPhhiilllliippss  ffoorrmm

WWee  ccoonnssiiddeerr  tthhee  ssiimmpplliiffiieedd  ccaassee,,  wwhheerree  tthhee  ssppeeccttrruumm  iiss  ooff  tthhee  ffoorrmm  SS((ωω))  ==  22BBgg22ωω55  oovveerr  tthhee
wwhhoollee  ssppeeccttrraall  ttaaiill..  TThhiiss  ccoorrrreessppoonnddss  ttoo  tthhee  ccuurrvveess  ''α∞ ''  iinn  ffiigguurree  11..  TThheenn  xx  hhaass  tthhee  ccoonnssttaanntt  vvaalluuee
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aanndd  tthhee  tteerrmm  xxSS((ωω))  iinn  EEqq..  ((1188))  bbeeccoommeess  ssiimmppllyy  ss00
22gg22ωω--55,,    ii..ee..  tthhee  ssaattuurraattiioonn  lleevveell  BB  oonnllyy  rreemmaaiinnss  iinn  tthhee

ee--xx  tteerrmm..  EEqq..  ((1188))  bbeeccoommeess
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IInntteeggrraattiioonn  oovveerr  aallll    ffrreeqquueenncciieess  yyiieellddss
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EEqquuaattiioonn  ((1199))  yyiieellddss  aa  cchhaarraacctteerriissttiicc  vvaalluuee  ooff    �z0 ==  00..002266  ffoorr  BB  ==  00..0011  ss00  ==  00..2255,,  κκ  ==  00..44  aanndd
LLeettttaauu''ss  ccoonnssttaanntt  aammbbiiggoouussllyy  cchhoosseenn  aass  ααLL  ==  00..55..

44.. DDiissccuussssiioonn

OOuurr  rreessuulltt  ((EEqq..  1199))  ddiiffffeerrss  ffrroomm  KKiittaaiiggoorrooddsskkiiii  ((11997733))  iinn  tthhaatt  tthhee  wwaavvee  ssttaattiissttiiccss  oonnllyy  eenntteerrss
tthhrroouugghh  tthhee  pprroobbaabbiilliittyy  tthhaatt  aa  wwaavvee  ooff  aannyy  wwaavvee  nnuummbbeerr  ssccaallee  rreeaacchh  tthhee  tthhrreesshhoolldd  sstteeeeppnneessss..  TThhiiss
pprroobbaabbiilliittyy  hhaass,,  ooff  ccoouurrssee,,  ttoo  bbee  ddeerriivveedd  ffrroomm  tthhee  ssppeeccttrruumm..

WWee  ccoonnssiiddeerr  tthhee  mmoosstt  rreeaalliissttiicc  ccaassee  wwhheenn  PPhhiilllliippss''  ssaattuurraattiioonn  ssppeeccttrruumm  ddoommiinnaatteess  tthhee  ssppeeccttrruumm  iinn
tthhee  wwaavvee  nnuummbbeerr  ffrreeqquueennccyy  rraannggee  ooff  tthhee  rroouugghhnneessss  eelleemmeennttss..  TThhee  ddiimmeennssiioonnlleessss  rroouugghhnneessss  lleennggtthh  �z0   iiss
aa  ffuunnccttiioonn  ooff  PPhhiilllliippss''  ccoonnssttaanntt  BB,,  tthhrroouugghh  tthhee  tteerrmm  ee--xx  iinn  EEqq..  ((1199))..  TThhiiss  ddeeppeennddeennccee  iiss  sshhoowwnn  iinn  ffiigguurree
22  ffoorr  tthhee  ccaasseess  tthhaatt  tthhee  lloowweerr  sstteeeeppnneessss  lliimmiittss  ffoorr  ffllooww  sseeppaarraattiioonn  aarree  ss00  ==  00..22,,  ss00  ==  00..2255  aanndd  ss00  ==  00..33..
TThhee  ootthheerr  nnuummbbeerrss  aarree::  ααLL  cchhoosseenn  aass  00..55  aanndd  κκ  ==  00..44..

IItt  iiss  sseeeenn  tthhaatt  �z0   iiss  iinnccrreeaasseedd  bbyy  aa  ffaaccttoorr  ooff  oorrddeerr  1100  ((ddeeppeennddiinngg  oonn  tthhee  vvaalluuee  ooff  ss00))  wwhheenn  BB  iiss
rraaiisseedd  ffrroomm  00..000055  ttoo  00..0011..



FFiigg..  22..  TThhee  vvaarriiaattiioonn  ooff  zz00  wwiitthh  PPhhiilllliippss’’
ccoonnssttaanntt  BB,,  ffoorr  tthhee  ccaassee  wwhheenn  tthhee
ssaattuurraattiioonn  rraannggee  ddoommiinnaatteess  tthhee
ccoonnttrriibbuuttiioonn  ttoo  zz00  ((ccaassee    α∞   ccff..  FFiigg  11))..
TThhee  vvaarriiaattiioonn  iiss  sshhoowwnn  ffoorr  ddiiffffeerreenntt  lloowweerr
sstteeeeppnneesssseess  ooff  ffllooww  sseeppaarraattiioonn,,  ss00  ==  00..22,,
00..2255  aanndd  00..33..

TThhuuss  wwee  hhaavvee  oobbttaaiinneedd  aa  ffoorrmmuullaattiioonn  tthhaatt  hhaass  tthhee  ppootteennttiiaall  tthhaatt  iitt  ccaann  eexxppllaaiinn  llaarrggee  vvaarriiaattiioonnss  ooff
tthhee  rroouugghhnneessss  lleennggtthh  aass  aa  ccoonnsseeqquueennccee  ooff  aa  vvaarryyiinngg  lleevveell  ooff  tthhee  wwaavvee  ssppeeccttrraall  ttaaiill,,  wwiitthhiinn  rreeaassoonnaabbllee
lliimmiittss..

FFoorr  eexxaammppllee,,  vvaarriioouuss  eexxppeerriimmeennttss  sseeeemm  ttoo  iinnddiiccaattee  tthhaatt  tthhee  lleevveell,,  BB,,  ooff  PPhhiilllliippss''  ssaattuurraattiioonn  rraannggee
ddeeppeennddss  oonn  tthhee  wwaavvee  aaggee  cc00//uu**..  TThhee  ddeeppeennddeennccee  mmaayy  bbee  eexxpprreesssseedd  aass  aa  ppoowweerr  llaaww,,  BB  ==  BB00((cc00//uu**//4400))

--γγ
,,

wwhheerree  BB  hhaass  tthhee  rreeffeerreennccee  vvaalluuee  BB00  aatt  vveerryy  ddeevveellooppeedd  wwaavveess  wwiitthh  cc00//  uu**  ==  4400..  FFiigguurree  33  sshhoowwss  tthhee
ddeeppeennddeennccee  ooff  �z0 oonn    tthhee  iinnvveerrssee  wwaavvee  aaggee  uu**//cc00  ffoorr  vvaarriioouuss  cchhooiicceess  ooff  tthhee  eexxppoonneenntt  γγ,,  wwhheenn  ss00  ==  00..2255
aanndd  ααLL==00..55,,  aanndd  BB00  ==  00..0055..  WWee  nnoottee  tthhaatt  aa  mmooddeesstt  vvaalluuee  γγ  iinn  tthhee  rraannggee  00..55  <<  γγ  <<  11..00  hhaass  tthhee
ccoonnsseeqquueennccee  tthhaatt  tthhee  ddiimmeennssiioonnlleessss  rroouugghhnneessss  lleennggtthh  �z0   iiss  aapppprrooxxiimmaatteellyy  pprrooppoorrttiioonnaall  ttoo  tthhee  iinnvveerrssee
wwaavvee  aaggee  uu**  //cc00  iinn  tthhee  rraannggee  00..0055  <<  uu**  //cc00  <<  00..11..

FFiigguurree  44  sshhoowwss  aa  ccoommppaarriissoonn  bbeettwweeeenn  oobbsseerrvvaattiioonnss  aass  ccoommppiilleedd  bbyy  DDoonneellaann  eett  aall..  ((11999933))  aanndd  oouurr
rreessuulltt  ffoorr  tthhee  ccaasseess  γγ  ==  00..55  aanndd  γγ  ==11..00..  TThhee  ccoommppaarriissoonn  ddeemmoonnssttrraatteess  tthhaatt  oouurr  mmooddeell  iiss  rreeaalliissttiicc..  AAllssoo
sshhoowwnn  iiss  aa  mmooddiiffiieedd  vveerrssiioonn  ooff  tthhee  uuppppeerr  bboouunndd  wwiitthh  EEqq..  ((1133))  aass  iittss  hhiigghh--ffrreeqquueennccyy  aassyymmppttoottee..  TThhiiss
uuppppeerr  bboouunndd  iiss  ddeerriivveedd  ffrroomm  EEqq..  ((1188))  ffoorr  aa  ssiimmpplliiffiieedd  ssppeeccttrruumm  ooff  tthhee  ffoorrmm

  SS((ωω))  ==  22BBgg22ωω--55  ffoorr  ωω  ≥≥  ωω00,,  aanndd  SS  ((ωω))  ==    00  ffoorr  ωω  <<  ωω00
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IInn  oorrddeerr  ttoo  oobbttaaiinn  EEqq..  ((1133))  aass  aa  hhiigghh--ffrreeqquueennccyy  aassyymmppttoottee,,  tthhee  rreessuulltt  iiss  ppllootttteedd  aass  aa  ffuunnccttiioonn  ooff  tthhee

((ddiimmeennssiioonnlleessss))  iinntteeggrraall  ffrreeqquueennccyy  ssccaallee,,  ii..ee..  tthhee  aabbsscciissssaa  iiss  u c*

_

*/ 0 = ω ..



FFiigg..  33..  TThhee  pprreeddiicctteedd  vvaarriiaattiioonn  ooff  zz00

wwiitthh  iinnvveerrssee  wwaavvee  aaggee  ffoorr  ddiiffffeerreenntt
vvaalluueess  ooff  tthhee  ppaarraammeetteerr  γγ  iinn  tthhee
wwaavvee  aaggee  ddeeppeennddeennccyy  ooff  PPhhiilllliippss’’
ccoonnssttaanntt  BB  ~~  ((cc//uu**))--γγ..

FFiigg..  44..  AA  ccoommppaarrssiioonn  ooff  oouurr  mmooddeell
wwiitthh  ppuubblliisshheedd  ffiieelldd  aanndd  llaabboorraattoorryy
ddaattaa  ccoommppiilleedd  bbyy  DDoonneellaann  eett  aall..
((11999933,,  ffrroomm  tthheeiirr  ffiigguurree  22))..  FFuullll
lliinneess::  OOuurr  mmooddeell  aass  iinn  FFiigg..  33  wwiitthh  γγ
==  00..55  aanndd  γγ  ==  11..00;;  bbrrookkeenn  lliinnee::  EEqq..
((2200))..

TThhee  ddiirreeccttiioonnaall  ffiilltteerr  oonn  tthhee  ccaallccuullaatteedd  rroouugghhnneessss  lleennggtthh  iiss  pprroobbaabbllyy  oonnllyy  aa  wweeaakk  ffuunnccttiioonn  ooff  wwaavvee
aaggee..  HHoowweevveerr,,  tthhee  ssppeeccttrraall  lleevveell  iiss  ccoonnssiiddeerraabbllyy  aaffffeecctteedd  bbyy  tthhee  pprreesseennccee  ooff  lloonnggeerr  wwaavveess,,  aass  sshhoorrtt



wwaavveess  aarree  mmoodduullaatteedd  bbyy  tthhee  lloonnggeerr  wwaavveess  iinn  tthhee  wwaavvee  ssppeeccttrruumm  vviiaa  ssttrroonngg  nnoonnlliinneeaarr  iinntteerraaccttiioonnss..  IItt  ccaann
bbee  sshhoowwnn,,  ffoolllloowwiinngg  tthhee  rreessuullttss  ooff  PPhhiilllliippss  ((11998811)),,  tthhaatt  BB  iiss  aann  eexxppoonneennttiiaall  ffuunnccttiioonn  ooff  tthhee  lloonngg--wwaavvee
iinnssttaannttaanneeoouuss  aammpplliittuuddee,,  pprroovviiddiinngg  tthhee  lloonngg--wwaavvee  sstteeeeppnneessss  iiss  ssmmaallll..  AAss  aa  ccoonnsseeqquueennccee  ooff  tthhee
eexxppoonneennttiiaall  pprroobbaabbiilliittyy  ddeennssiittyy  ffuunnccttiioonn  ee--yy,,  wwaavveelleettss  hhaavvee  aa  ccoonnssiiddeerraabbllee  cchhaannccee  ooff  rreeaacchhiinngg  tthhee  lleevveell
ss00  oonnllyy  oonn  tthhee  hhiigghheerr  ccrreessttss  ooff  lloonnggeerr  wwaavveess..  TThhuuss  tthhee  oovveerraallll  pprroobbaabbiilliittyy  ooff  rroouugghhnneessss  wwaavveelleettss  wwiillll
ddeeccrreeaassee  wwiitthh  iinnccrreeaassiinngg  wwaavvee  aaggee..  SSiimmuullttaanneeoouussllyy  tthhee  oorrbbiittaall  wwaatteerr  mmoottiioonnss  oonn  tthhee  ccrreessttss  ooff  tthhee  lloonnggeerr
wwaavveess  eenntteerr  tthhee  KKiittaaiiggoorrooddsskkiiii  eexxpprreessssiioonn  ((EEqq..  1166))  iinn  aaddddiittiioonn  ttoo  tthhee  wwaavvee  pphhaassee  ssppeeeedd  aanndd  tthheerreebbyy
ffuurrtthheerr  ddeeccrreeaassee  tthhee  eeffffeeccttiivvee  rroouugghhnneessss..  IInn  aa  ffoorrtthhccoommiinngg  ppaappeerr  wwee  wwiillll  ddeemmoonnssttrraattee  tthhaatt  tthhiiss  ccaann  bbee
qquuaannttiiffiieedd  iinn  tteerrmmss  ooff  aann  eeqquuiivvaalleenntt  ddeeccrreeaassee  ooff  tthhee  PPhhiilllliippss''  <<PP1122MM>>BB  iinn  tthhee  eexxpprreessssiioonn  ((EEqq..  1199))..

AAcckknnoowwlleeddggeemmeenntt

TThhiiss  wwoorrkk  hhaass  bbeeeenn  ssuuppppoorrtteedd  bbyy  UUSS  OOffffiiccee  ooff  NNaavvaall  RReesseeaarrcchh  aanndd  tthhee  DDaanniisshh  TTeecchhnnoollooggiiccaall
SScciieennttiiffiicc  RReesseeaarrcchh  CCoouunncciill..

55.. RReeffeerreenncceess

  CChhaarrnnoocckk,,  HH..  11995599..  WWiinndd  ssttrreessss  oonn  aa  wwaatteerr  ssuurrffaaccee..  QQuuaarrtt..  JJ..  RRooyy..  MMeetteeoorrooll..  SSoocc..,,  8811,,  663399--664400..
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AAppppeennddiixx  AA::  AA  nnuummeerriiccaall  rreepprroodduuccttiioonn  ooff  ssuurrffaaccee  wwaavvee  rroouugghhnneessss  eelleemmeennttss

  IInn  oorrddeerr  ttoo  tteesstt  tthhee  aapppplliiccaabbiilliittyy  ooff  tthhee  ssiimmppiilliiffiieedd  pprroobbaabbiilliittyy  ddeennssiittyy  ffuunnccttiioonn  ooff  EEqq..  ((66)),,  wwee
ppeerrffoorrmmeedd  aa  nnuummeerriiccaall  rreeccoonnssttrruuccttiioonn  ooff  wwaavveess..  AA  sseerriieess  ooff  hhaarrmmoonniicc  ffuunnccttiioonnss  wwaass  ddeeffiinneedd  wwiitthh  wwaavvee
nnuummbbeerrss  kk  iinn  tthhee  iinn  tthhee  rraannggee  [[00..0011,,11..0000]]  ddiissttrriibbuutteedd  aatt  iinntteerrvvaallss  ∆∆kk  ==  00..0022kk..  TThhee  aammpplliittuuddeess  ddeeffiinnee  aa
vvaarriiaannccee  ssppeeccttrruumm  ooff  tthhee  ffoorrmm  SSkk  ==  33kk--44  ffoorr  kk  ≤≤  11,,  aanndd  SSkk  ==  00  ffoorr  kk  >>11,,  ssoo  tthhaatt  iitt  iinntteeggrraatteess  ttoo  tthhee
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  TThhee  pphhaassee  ooff  eeaacchh  hhaarrmmoonniicc  wwaass  cchhoosseenn  aatt  rraannddoomm  ffoorr  aa  sseerriieess  ooff  ccaallccuullaattiioonnss  wwiitthh  ddiiffffeerreenntt
iinniittiiaalliissaattiioonnss  ooff  tthhee  rraannddoomm  nnuummbbeerr  ggeenneerraattoorr..  TThhee  ssuumm  ooff  tthhee  ffuunnccttiioonnss  tthheenn  rreepprreesseennttss  tthhee  wwaavvyy
ssuurrffaaccee..  FFrroomm  tthhiiss  ssuumm  wwee  ddeetteerrmmiinneedd  tthhee  ttrroouugghh  ttoo  ccrreesstt  lleevveell  ddiiffffeerreennccee  HH  bbeettwweeeenn  eevveerryy  ttwwoo
ssuucccceessssiivvee  uuppccrroossssiinnggss  ooff  tthhee  zzeerroo  lleevveell,,  aanndd  tthhee  ddiissttaannccee  λλ  bbeettwweeeenn  eeaacchh  uuppccrroossssiinngg..

  TThheenn  tthhee  wwaavvee  sstteeeeppnneessss  wwaass  ddeeffiinneedd  aass  ss  ==  ππHH//λλ..  WWee  cchhoossee  sseerriieess  ooff  tthhee  ccrriittiiccaall  sstteeeeppnneessss  ss00
nnoorrmmaalliizzeedd  wwiitthh  tthhee  mmeeaann  sstteeeeppnneessss  ddeetteerrmmiinneedd  ffrroomm  tthhee  ssppeeccttrruumm  ttoo  ffoorrmm  tthhee
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DDeennssiittyy  ddiissttrriibbuuttiioonn  ffuunnccttiioonn  ooff  HH22//λλ  wwhheenn
ππHH//λλ  >>  ss00  ffoorr  xx  ==  00..0055  ((ttoopp  ccuurrvvee))  aanndd  xx
iinnccrreemmeenntteedd  bbyy  00..2255  ((ssuubbsseeqquueenntt  ccuurrvveess))..

FFiigg..11AA..  RReessuullttss  ffrroomm  aa  nnuummeerraall  eexxppeerriimmeenntt
sshhoowwiinngg  tthhee  nnuummbbeerr  ddeennssiittyy  ddiissttrriibbuuttiioonnss
ffoorr  HH22//λλ,,  HH  bbeeiinngg  tthhee  mmaaxxiimmuumm  lleevveell
ddiiffffeerreennccee  bbeettwweeeenn  ttwwoo  zzeerroo  ccrroossssiinnggss  λλ
aappaarrtt,,  ffoorr  tthhee  sstteeeeppnneessss  ππHH//λλ>>  ss00,,  wwhheerree  ss00

iiss  aa  lloowweerr  lliimmiitt  sstteeeeppnneessss..  TThhee  ccuurrvveess
rreefflleecctt  ddiiffffeerreenntt  vvaalluueess  ooff  ss00..

IInn  FFiigg..  AA11  wwee  sshhooww  tthhee  nnuummbbeerr  ddeennssiittyy  ddiissttrriibbuuttiioonn  oovveerr  HH22//λλ  ooff  tthhee  ffrraaccttiioonn  ooff  wwaavveess  wwhhoossee
sstteeeeppnneessss    ππHH//λλ  >>  ss00,,  ppllootttteedd  ffoorr  vvaarriioouuss  vvaalluueess  ooff  tthhee  ppaarraammeetteerr  xx..  IItt  iiss  sseeeenn  tthhaatt  tthheerree  iiss  aa  wwiiddee
ddiissttrriibbuuttiioonn  ooff  hheeiigghhttss  ccoorrrreessppoonnddiinngg  ttoo  eeaacchh  ccrriittiiccaall  sstteeeeppnneessss..  TThhee  ddeennssiittyy  ddiissttrriibbuuttiioonn  lleevveell  iiss  sseeeenn  ttoo
ddeeppeenndd  oonn  xx  lliikkee  eexxpp((--11..33xx))  rraatthheerr  tthhaann  tthhee  eexxpp((--xx))  ddeeppeennddeennccee  wwee  eexxppeecctt  ffrroomm  tthhee  ssiimmppllee  hhyyppootthheessiiss  ooff
aa  nnaarrrrooww  ssppeeccttrruumm..



FFiigg..  22AA..  CCaallccuullaatteedd  mmeeaann  rroouugghhnneessss
hheeiigghhtt  HHHH00

22//LLII,,  wwiitthh  LL  bbeeiinngg  tthhee  ddiissttaannccee
bbeettwweeeenn  ttwwoo  ssuucccceessssiioonn  rroouugghhnneessss  wwaavveess
aanndd  HH00  aa  cchhaarraacctteerriissttiicc  hheeiigghhtt  ggiivveenn  bbyy
ππHH00//λλ  ==  ss00..  TThhee  ssiimmuullaatteedd  rreessuullttss  aarree
ccoommppaarreedd  wwiitthh  ttwwoo  ddiiffffeerreenntt  eexxppoonneennttiiaall
vvaarriiaattiioonnss  ccoorrrreessppoonnddiinngg  ttoo  tthhee
ffoorrmmuullaattiioonn  ((EEqq..  1100))  iinn  sseeccttiioonn  22..

IInn  FFiigg..  AA22  wwee  sshhooww  tthhee  ccaallccuullaatteedd  mmeeaann  rroouugghhnneessss  hheeiigghhtt  HHHH00
22//LLII,,  wwhheerree  LL  iiss  tthhee  ddiissttaannccee

bbeettwweeeenn  ttwwoo  ssuucccceessssiivvee  rroouuggnneessss  wwaavveess,,  aanndd  HH00  iiss  tthhee  ccrriittiiccaall  hheeiigghhtt  ddeeffiinneedd  bbyy  ππHH00//λλ==  ss00..  TThhiiss  rreessuulltt
iiss  ccoommppaarreedd  wwiitthh  tthhee  mmooddeell  ooff  tthhee  tteexxtt,,  HHHH00

22//LLII  ==  xx  eexxpp((--xx))  aanndd  aa  bbeesstt  ffiitt  ssiimmiillaarr  eexxpprreessssiioonn  HHHH00
22//LLII  ==

22..00  xx  eexxpp((--11..33xx))..
TThhee  ddiiffffeerreennccee  bbeettwweeeenn  tthhee  ttwwoo  eexxppoonneennttss  --11..33  xx  oorr  --xx    iiss  aa  ccoonnsseeqquueennccee  ooff  tthhee  cchhoosseenn  ““zzeerroo--

uuppccrroossssiinngg””  sseelleeccttiioonn  pprroocceedduurree  ooff  rroouugghhnneessss  eelleemmeennttss,,  wwhhiicchh  iiss  nnoott  eexxaaccttllyy  tthhee  wwaayy  tthhee  wwiinndd  ffllooww
sseennsseess  tthhee  ssuurrffaaccee..  BBeeccaauussee  ooff  tthhiiss  aammbbiigguuiittyy  wwee  ccoonncclluuddee  tthhaatt  tthhee  eexxppoonneenntt  --xx  pprroovviiddeess  aa  mmooddeell  tthhaatt
rreesseemmbblleess  tthhee  nnuummeerriiccaall  ssiimmuullaattiioonn  ““cclloossee  eennoouugghh””..


